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Capitolo 1
Introduzione
All’inizio del secolo scorso, con le nuove scoperte fisiche, le leggi della
meccanica classica entrarono improvvisamente in crisi poiché non erano
più in grado di dare una risposta a molti problemi riguardanti sistemi di
particelle elementari e, più in generale, sistemi microscopici. Ecco che
nasceva la meccanica quantistica, che aveva come ambito fondamentale
di ricerca il comportamento dei più piccoli costituenti della materia. Da
allora questa teoria ha avuto una continua evoluzione che continua ancora
oggi. Un grosso contributo all’assetto rigoroso che ha assunto ai nostri
giorni è stato dato da Heisenberg, Scrödinger, Dirac, Pauli, Feynman ed
altri ancora.
Quando si studia un sistema conservativo in meccanica classica, esso
viene in generale descritto tramite la sua energia meccanica H, somma
dell’energia cinetica e dell’energia potenziale. Le equazioni che descrivono




, p˙i = −dH
dqi
,
in cui qi (t) e pi (t) sono funzioni del tempo che commutano tra loro,
qj (t) pk (t) = pk (t) qj (t) ,
e rappresentano rispettivamente le coordinate generalizzate ed i loro
momenti coniugati.
Anche in meccanica quantistica, per descrivere un sistema, consideriamo
H, l’energia totale del sistema ma essa non è più una funzione, e di
conseguenza non è più costruita in termini di funzioni. Al contrario,
tanto H quanto i suoi costituenti sono, in generale, operatori e, come tali,
non necessariamente commutano tra loro. Molto spesso, tali operatori
‘di partenza’ sono ancora la posizione ed il momento coniugato, che però
stavolta soddisfano la relazione
[xj, pk] = xjpk − pkxj = iδj,k1 ,
in cui il simbolo [A,B] = AB − BA è il commutatore degli operatori A
e B.
Già adesso capiamo che in meccanica quantistica gli operatori giocano
un ruolo essenziale: ciò che in meccanica classica commuta, in meccanica
quantistica potrebbe non farlo.
Quando ci si approccia allo studio della meccanica quantistica, è quasi
sempre inevitabile scontrarsi con l’analisi dell’operatore Hamiltoniano
H, operatore, che, come si è detto, è associato all’energia del sistema.
Esso agisce su uno spazio di Hilbert H e si richiede spesso che sia auto-
aggiunto, cioè che risulti H = H†. Questo garantisce che gli autovalori
dell’energia siano reali e che l’evoluzione temporale sia unitaria, il che
è essenziale per mantenere l’interpretazione probabilistica intrinseca alla
meccanica quantistica.
Da qualche anno a questa parte, fisici e matematici si sono resi conto
che questa condizione (H = H†), essendo sufficiente ma non necessaria
per la realtà dello spettro di H, escludeva dallo studio teorico moltissime
Hamiltoniane che, pur avendo livelli di energia reali, non risultano auto-
aggiunte. Basti pensare alle Hamiltoniane del tipo:
H = p2 + x2 (ix)
dove  > 0.
In [36] Dorey dà una prova del fatto che queste Hamiltoniane hanno uno
spettro reale e positivo sebbeneH sia manifestatamente non-autoaggiunta
per alcuni valori di , ad esempio per  = 1.
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Si sviluppa così una nuova teoria che sfrutta non più la condizione di
Hermiticità 1 bensì una più debole detta di quasi-Hermiticità o di PT -
simmetria, in cui la condizione H = H† è sostituita dalla
H = HPT ≡ ((PT )H (PT )) . (1.0.1)
Qui P rappresenta l’operatore lineare di parità (riflessione temporale)
e T rappresenta l’operatore antilineare di inversione temporale. Que-
sti due operatori, P e T , conservano la relazione fondamentale [x, p] =
i1 , nel senso che, detti xPT := PT xPT e pPT := PT pPT vale la
[xPT , pPT ] = −i1 che è equivalente alla [x, p] = i1 2. L’uso di que-
sta nuova condizione alternativa permette di costruire e studiare molti
più tipi di Hamiltoniane.
Nella prossima sezione descriveremo brevemente l’evoluzione storica che
ha portato alla nascita della Teoria Quantistica PT -simmetrica.
1.1 Aspetti storici della Teoria quantistica
PT -simmetrica
Dalla seconda metà del secolo scorso appaiono in letteratura descrizioni di
fenomeni fisici attraverso l’utilizzo di Hamiltoniane non-Hermitiane con
spettro reale. Wu, in [1], osservò che lo stato fondamentale di un sistema
di Bose di sfere dure era descritto da una Hamiltoniana non Hermitiana.
Inoltre, nel 1978, Brower [2], studiando la teoria del campo di Reggeon, si
scontrò con l’analisi di Hamiltoniane non Hermitiane. In seguito Caliceti
[3] nello studio della Teoria delle perturbazioni di oscillatori anarmonici
analizzò l’Hamiltoniana del tipo
H = p2 + x2 + βx3
e dimostrò che essa aveva spettro reale anche se manifestatamente non-
Hermitiana (se β ∈ C). Ed ancora Hollowood [8], nel 1992, osservò
1Nel seguito i concetti di auto-aggiunzione ed hermiticità saranno spesso trattati
come equivalenti
2Osserviamo che, in virtù della definizione di P e T , si deduce che xPT = −x,
pPT = p e che PT iPT = −i
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che l’Hamiltoniana non Hermitiana del reticolo complesso di Toda aveva
livelli di energia reali.
Tuttavia la comunità scientifica appariva non particolarmente interes-
sata ad un’analisi approfondita di questo tipo di Hamiltoniane. Infatti
si pensava che la perdita dello stato di Hermiticità avrebbe portato ad
una teoria quantistica non unitaria in contraddizione con gli assiomi della
meccanica quantistica. Dobbiamo aspettare il 1998, anno in cui Bender e
Boettcher [6], incuriositi dall’ipotesi fatta da Bessi e Zinn-Justin riguar-
dante la realtà dello spettro di alcune Hamiltoniane non Hermitiane,
decisero di studiare più nel dettaglio
H = p2 + ix3 (1.1.1)
usando una tecnica perturbativa chiamata espansione delta. Quest’ul-
tima, sviluppata alcuni anni prima dallo stesso Bender ([4]), era stata
originariamente usata nella risoluzione di problemi non lineari.
L’analisi dell’Hamiltoniana in (1.1.1), tuttavia, dava soltanto una rispo-
sta parziale: fino ad un certo n si avevano livelli di energia reali. Questo
però stimolò la loro curiosità e li spinse ad investigare ulteriormente il
problema fino alla definizione di PT -simmetria. Essa si fonda sull’ipotesi
che la condizione di Hermiticità (H = H†) sia, come già si è detto, solo
sufficiente ma non necessaria a garantire che lo spettro dell’energia sia
reale e che l’evoluzione temporale sia unitaria. Infatti, essi compresero
che è possibile sostituirla con una più debole, detta di PT -simmetria;
una Hamiltoniana H è detta PT -simmetrica se vale la
H = HPT
in cui H = HPT è definita tramite gli operatori di parità e di inversione
temporale precedentemente introdotti, vedi (1.0.1).
Successivamente molti lavori di ricerca si orientarono in questa direzio-
ne, eventualmente generalizzando questa condizione, come vedremo più
avanti.
Nel 2001 Dorey et al in [36] dimostrarono rigorosamente, in accordo
con la congettura di Bessi e Zinn-Justin, che certe Hamiltoniane non
Hermitiane, ed in particolare quella in (1.1.1), avevano autovalori reali.
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Un altro articolo di Bender et al., [5], propose una struttura più de-
finita per la Teoria quantistica PT -simmetrica. In questo lavoro essi
introdussero un nuovo operatore C per definire una norma definita po-
sitiva per la Meccanica quantistica PT -simmetrica e ancora una volta
conclusero che Hamiltoniane non-Hermitiane hanno autovalori reali se
risultano PT -simmetriche cioè [H,PT ] = 0. Incidentalmente, osservia-
mo che questa è equivalente alla condizione (1.0.1) visto che, [P , T ] = 0
e che P 2 = T 2 = 1
Hamiltoniane con tale proprietà possono definire una Teoria quanti-
stica unitaria. Infatti si preservano le tre condizioni fondamentali affinchè
una teoria quantistica sia valida:
1. avere uno spazio di Hilbert H con prodotto interno la cui norma
associata è definita positiva;
2. avere uno spettro dell’energia limitato inferiormente;
3. avere un’evoluzione temporale unitaria.
L’ultima proprietà è garantita dall’introduzione di un terzo opera-
tore, C, che commuta con H e con PT : [H, C] = 0, [C,PT ] = 0. In
altre parole, per queste Hamiltoniane esiste una simmetria aggiuntiva.
In questo nuovo ambiente non si considera più l’unitarietà classica ma
quella rispetto all’invarianza CPT : si cambia il prodotto scalare e dun-
que operatori che non erano unitari, rispetto al prodotto originale di H,
possono esserlo rispetto a questo nuovo prodotto scalare, vedi sotto.
La teoria PT può essere brevemente riassunta come segue. Non fornire-
mo qui i dettagli, che non sono rilevanti per questa tesi, rimandando ai
lavori originali per ulteriori chiarimenti:
1. il nuovo sistema quantistico è descritto da (H, H, 〈·|·〉CPT ), dove H
è lo spazio di Hilbert con prodotto interno CPT definito sotto ed
H è l’Hamiltoniana PT -simmetrica;




φCPT (x)ψ (x) dx
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dove φCPT =
∫ C (x, y)φ (−y)dy;
3. l’evoluzione temporale di uno stato è unitaria rispetto al prodotto
interno CPT ;
4. un’osservabile è un operatore lineare O Hermitiano rispetto al pro-
dotto CPT cioè
〈ϕ|Oψ〉CPT = 〈Oϕ|ψ〉CPT
per ogni ϕ, ψ ∈ H;
5. se misuriamo un’osservabile O allora gli autovalori sono i possibili
risultati di tale misura;
6. se la misura dà un autovalore On, lo stato ψ opera una transi-
zione all’autostato, corrispondente all’autovalore On, ψn di H e la














stici, allora lo stato del sistema combinato vivrà in H1 ⊗ H2, con
prodotto scalare ottenuto da 〈·|·〉(1)CPT e 〈·|·〉(2)CPT .
Successivamente Mostafazadeh in [12] mostra che è possibile gene-
ralizzare questa struttura e definire una teoria più generale che chiama
Meccanica Quantistica Pseudo-Hermitiana, della quale la Teoria Quan-
tistica PT -Simmetrica rappresenta un caso particolare. Essa si basa
sulla definizione di un prodotto interno, diverso da quello naturale, in
termini di un operatore metrico non lineare η+, che soddisfa opportune
condizioni. Ad esempio esso deve essere invertibile e positivo.
L’autore sostiene che al fine di definire una teoria quantistica valida non
è necessario usare naturalmente gli operatori PT e C, ma basta ottenere,
ove possibile, un operatore positivo invertibile η+ per il quale valga la
condizione di pseudo-Hermiticità
H† = η+Hη−1+ . (1.1.2)
6
In un modo simile, Znojil in [9] introduce le Hamiltoniane Cryp-
to Hermitiane, ovvero quelle per cui esiste un operatore autoaggiunto,
invertibile Θ che soddisfi la
H = Θ−1H†Θ.
E’ evidente che questa condizione è molto simile a quella in (1.1.2) fornita
da Mostafazadeh, ed in effetti tanto Θ che η+ sono noti in letteratura
come operatori metrici, in quanto entrambi consentono di definire un
nuovo prodotto scalare ed una nuova norma a partire da quelli originali.
Occorre pure dire che, mentre i lavori di Bender e di Znojil hanno un’im-
pronta fortemente fisica, quelli di Mostafazadeh sono certamente più
dettagliati da un punto di vista matematico.
Abbiamo voluto dare una brevissima sintesi di tre approcci all’analisi
delle Hamiltoniane non Hermitiane con spettro reale presenti in lettera-
tura, ma questo è soltanto un assaggio di tutti gli studi fatti in questa
direzione, si veda ad esempio [13].
1.2 Recenti risultati sulle regole di commu-
tazione
Negli ultimi anni l’interesse di molti matematici e fisici si è rivolto verso
l’analisi delle regole di commutazione. In meccanica quantistica sappiamo
che già in sistemi molto semplici quale l’oscillatore armonico quantistico,
vale la relazione di commutazione canonica [a, a†] = 1 , in cui l’operatore
a, detto bosonico, è combinazione lineare 1√
2
(x + ip) dell’operatore di
posizione e di momento dell’oscillatore. Ma cosa succede se invece di a†
considerassimo un operatore b, non necessariamente in relazione con a,
per cui vale ancora [a, b] = 1 ? Cioè cosa accade se generalizziamo la re-
lazione di commutazione canonica e consideriamo due generici operatori,
ancora una volta, in un certo senso coniugati? In letteratura, l’estensione
della relazione di commutazione canonica ha visto nascere parecchi tipi
di pseudo-particelle tra le quali gli anioni e i quons, ma l’interesse qui
è concentrato sui cosiddetti pseudo-bosoni. Quest’ultimi furono definiti
per la prima volta da Trifonov in [14].
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In questo lavoro Trifonov considera due operatori b e b] che soddisfano
la relazione di commutazione
[b, b]] = 1 (1.2.1)
dove b] := η−1bη. Per η = 1 , operatore identico, la relazione (1.2.1)
si riduce alla relazione di commutazione canonica; Trifonov chiamò b e
b] operatori pseudo-bosonici. Egli utilizzò questi nuovi operatori per la
costruzione di due famiglie di vettori, che ottimisticamente assunse essere
basi di H e di stati coerenti generalizzati per sistemi non Hermitiani.
Prima di lui altri autori avevano usato operatori analoghi senza però
chiamarli con lo stesso nome. Per esempio, Roy et al. [16] li costruirono
sull’esempio del potenziale di Scarf, Znojil in [10] li considerò in modelli
non Hermitiani supersimmetrici ed ancora Bagchi e Quesne li usarono
per oscillatori PT -simmetrici [11]. Anche Bender in [7] usa lo stesso tipo
di operatori in altri modelli, ad esempio






2 + 2ix2) + 2x1x2.
che rappresenta una delle Hamiltoniane non autoaggiunte che analizze-
remo in seguito.
Questa particolare modificazione della relazione di commutazione cano-
nica, considerata nei precedenti lavori, ed in particolare in quello di Tri-
fonov, fu ripresa da Bagarello che decise di investigare più approfondi-
tamente le conseguenze di tale commutatore e darne una prima forma-
lizzazione matematica in [17]. Nello stesso lavoro, Bagarello rianalizza i
modelli proposti da Trifonov alla luce della nuova rigorosa definizione di
pseudo-bosoni, ponendo l’accento sul ruolo fondamentale che ricoprono
le basi di Riesz in questa nuova struttura. Dalla suddetta formalizzazione
matematica vennero fuori le seguenti considerazioni:
1. nasce un’interessante relazione di intertwining tra operatori non
autoaggiunti,
2. è possibile introdurre due operatori di tipo numero non autoag-
giunti, N ed N †, che soddisfano una condizione analoga a quella di
pseudo-Hermiticità,
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3. N ed N † hanno spettro discreto e reale.
L’evoluzione degli pseudo-bosoni non finisce qui.
Bagarello, analizzando più a fondo la loro struttura, si pone delle nuove
domande
1. Fϕ e FΨ, gli insiemi biortogonali di autovettori degli operatori N =
ba e N †, sono necessariamente basi per lo spazio di Hilbert H?
ed ancora
2. Se Fϕ and FΨ sono basi di Riesz cosa succede? E cosa succede
quando invece non lo sono?
La risposta alla prima domanda è, contrariamente a quanto spesso af-
fermato in letteratura, generalmente ‘no’. Un controesempio banale è il








, dove cχ0 = 0 è una base ortonormale per
L2(R) ma non lo è certamente nello spazio di Hilbert L2(R2).
Inoltre, il fatto che Fϕ e FΨ non siano basi di Riesz ci dice che esistono
degli operatori di intertwining Sϕ e SΨ che non sono limitati. Questo crea
una serie di difficoltà matematiche di non facile trattazione. Ad esempio
nascono parecchi problemi con i domini degli operatori. Torneremo su
questi aspetti in seguito.
Vari tentativi sono stati fatti per dare una trattazione completa di questa
situazione, vedi [39], [41], tuttavia le condizioni trovate affinchè queste
due famiglie siano basi non sono applicabili a tutti i sistemi fisici ma solo
ad alcuni, e questo ci suggerisce di cercare un approccio più generale.
Viene in nostro aiuto, per queste ed altre questioni, Bagarello che
in [29] rende la definizione degli pseudo-bosoni più semplice ed elegan-
te aggiungendo alcune proprietà alle ipotesi, snellendo così le verifiche
da effettuare. Nella nuova struttura degli pseudo-bosoni, D, un sot-
tospazio denso di H, stabile sotto l’azione di a, b, a†, b†, gioca un ruolo
fondamentale, e da qui la ragione del termine D nel nome delle particelle.
L’introduzione di D infatti porta a semplificare le assunzioni fatte
nella precedente definizione di pseudo-bosoni, ed ha anche conseguenze
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sulle applicabilità del formalismo matematico a modelli fisici concreti,
fornendo in questo modo risultati rigorosi per modelli che, fino a poco
tempo prima, venivano trattati a livello euristico.
Queste ed altre proprietà saranno discusse nel dettaglio nel Capitolo
2.
Un’altra struttura simile, nuovamente inspirata da Trifonov et al. in
[15], è stata recentemente introdotta in [18]. Questa struttura nasce dalla
deformazione delle regole di anticommutazione canoniche. Si considerano
due operatori a e b agenti su uno spazio di Hilbert H e che soddisfano le
regole di anticommutazione
{a, b} = 1 , (1.2.2)
dove 1 è l’identità su H ed a2 = b2 = 0. Ovviamente se b = a† la (1.2.2)
diventa la regola di anticommutazione canonica. Gli operatori a e b sono
detti pseudo-fermioni.
Il vantaggio di questa struttura rispetto a quella degli pseudo-bosoni
è che qui lo spazio di Hilbert H, nel quale questi operatori vivono, è finito
dimensionale e quindi non abbiamo più problemi derivanti dalla presenza
di operatori non limitati poichè le osservabili, in questo caso, sono tutte
rappresentabili tramite operatori limitati.
Questo tipo di struttura è interessante per molti modelli finito dimen-
sionali considerati in meccanica quantistica quasi-Hermitiana. In parti-
colare, in [18], l’autore mostra come un’Hamiltoniana non-autoaggiunta
effettiva, usata per descrivere un atomo a due livelli interagente con un
campo elettromagnetico, può essere scritta in termini di pseudo-fermioni.
Bagarello successivamente in [25], considerando nuovamente i modelli di-
scussi in precedenza, studia il decadimento del sistema attraverso l’uso
degli pseudo-fermioni.
1.2.1 Concludendo...
Il tema centrale di questa tesi è mostrare come studi rigorosi della de-
formazione delle regole di commutazione portino alla costruzione di un
framework generale, quello degli D pseudo-bosoni, le cui assunzioni so-
no direttamente verificate in alcuni modelli fisici dimostrando che questi
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modelli PT -simmetrici possono essere riscritti in termini di D pseudo-
bosoni. Si vogliono altresì sottolineare i vantaggi che l’uso di questo
framework porta all’analisi dei modelli che considereremo.
A questo scopo, nel prossimo capitolo analizzeremo in dettaglio la
struttura matematica degli pseudo-bosoni. Introdurremo la definizione di
pseudo-bosoni sia nella forma originale che in quella in cui sono associati
ad un certo sottospazio D, mettendo a confronto la prima definizione con
quella degli D pseudo-bosoni per meglio evidenziare i vantaggi di questi
ultimi.
Nel Capitolo 3, dedicato ai modelli fisici PT -simmetrici, analizzere-
mo modelli di sistemi non-hermitiani recentemente studiati e mostreremo
come essi siano totalmente immersi nella struttura degliD pseudo-bosoni.




In questo capitolo analizzeremo in maggiore dettaglio la struttura re-
centemente introdotta da Bagarello in [29] i cui costituenti principali
sono chiamati D pseudo-bosoni. Essa è una versione più elegante de-
gli pseudo-bosoni precedentemente definiti da Bagarello stesso in [17] e
ben si adatta a modelli di meccanica quantistica PT -simmetrica. Ma
andiamo con ordine.
2.1 Pseudo-bosoni: le origini
Gli pseudo-bosoni nascono da una opportuna deformazione della rela-
zione di commutazione canonica e sono stati introdotti con questo no-
me per la prima volta da Trifonov in [14]. E’ comunque opportuno ri-
cordare che questa stessa terminologia veniva usata anni prima con un
differente significato, [24]. Trifonov, nel suo lavoro, definisce operatori
pseudo-bosonici quelli che soddisfano la relazione
[a, b] = 1 ,
con b non necessariamente uguale ad a† ed 1 l’identità di H. Molti altri
autori introdussero operatori soddisfacenti analoghe regole di commu-
tazione anche se non usarono la stessa nomenclatura. Per esempio in
Bender et al. [7] si usano regole di commutazione simili per lo studio di
modelli PT -simmetrici.
2.2 Definizione originaria degli pseudo-bosoni
In questa sezione richiameremo brevemente, per meglio inquadrare sto-
ricamente ciò che seguirà, il primo formalismo matematico dato in [17]
agli pseudo-bosoni. I risultati qui riportati sono dimostrati in [17].
Per prima cosa dobbiamo definire l’ambiente nel quale stiamo la-
vorando. Per questo consideriamo H, uno spazio di Hilbert dotato di
prodotto scalare 〈., .〉 e relativa norma ‖.‖. Siano quindi a and b due ope-
ratori che agiscono su H per i quali vale (in un senso opportuno, ovvero
almeno su un sottospazio denso diH) la seguente regola di commutazione
[a, b] = 1 , (2.2.1)
in cui 1 è l’identità in H. Come già affermato più volte questa è una
generalizzazione della regola di commutazione canonica. Quest’ultima
infatti ne rappresenta un caso particolare (b = a†). Inoltre la relazione
(2.2.1) implica che gli operatori considerati non possono essere entram-
bi limitati ed è per questo che è opportuno fare delle ipotesi di lavoro
aggiuntive:
Ipotesi pb 1.– Esiste un vettore non nullo ϕ0 ∈ H tale che aϕ0 = 0
e ϕ0 ∈ D∞(b).
Qui D∞(b) rappresenta il dominio comune di tutte le potenze di b.
La seconda ipotesi è analoga alla precedente:
Ipotesi pb 2.– Esiste un vettore non nullo Ψ0 ∈ H tale che b†Ψ0 = 0
e Ψ0 ∈ D∞(a†).
Anche qui, come nel caso precedente, D∞(a†) rappresenta il dominio
comune di tutte le potenze di a†.
Osserviamo che queste prime due ipotesi limitano la scelta degli ope-
ratori a e b con cui abbiamo a che fare. Infatti, se prendessimo gli opera-
tori a = ip e b = x, che vivono nello spazio di Hilbert H = L2(R, dν(x))
dove dν(x) = dx
1+x2
si ha che l’ipotesi aϕ0(x) = 0 implica che ϕ0(x) sia
una costante. Quindi ϕ0(x) ∈ H ma ϕ0(x) /∈ D∞(b). In questo ca-
so gli operatori a e b considerati non verificano l’Ipotesi pb 1 e quindi
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non sono candidabili al ruolo di operatori pseudo-bosonici, nonostante
formalmente soddisfino la (2.2.1).
Sotto le ipotesi precedentemente fatte, consideriamo adesso le due


















E’ evidente che, i vettori appartenenti a Fϕ e FΨ sono tutti ben
definiti. Si dimostra che Fϕ e FΨ sono biortogonali. Infatti, scegliendo
una normalizzazione di ϕ0 e Ψ0 in modo tale che 〈Ψ0, ϕ0〉 = 1 si dimostra
che:
〈Ψn, ϕm〉 = δn,m. (2.2.2)
La verifica della biortogonalità delle due famiglie sfrutta alcune re-
lazioni che vengono fuori dalla definizione dei due operatori illimitati
N := ba e N † := a†b† per i quali valgono
Nϕn = nϕn, N
†Ψn = nΨn. (2.2.3)
E’ possibile dare una dimostrazione di quest’ultime e della (2.2.2)per
induzione, come vedremo nella sezione successiva. Dalle (2.2.3) si evince
che i vettori ϕn e Ψn sono autostati di due operatori N e N † che, pur
non essendo autoaggiunti, hanno, come si vede, autovalori reali. Inoltre
in [17] è dimostrato che ϕn appartiene al dominio di N e Ψn appartiene
al dominio di N † per tutti i possibili n.
Ma ritorniamo a noi. Stavamo discutendo il fatto che Fϕ e FΨ sono
due insiemi biortogonali. Di conseguenza i vettori sono automaticamente
linearmente indipendenti. Tuttavia non è detto che essi siano anche due
sistemi di generatori di H. In effetti questo è qualcosa che richiediamo
nella
Ipotesi pb 3.– Fϕ e FΨ sono basi di H.
Da quest’ultima, si ha che ogni f ∈ H si può scrivere come combinazione








in cui si è definito
(|h〉〈g|) f := 〈g, f〉h. (2.2.5)

























Ci accorgiamo subito che questi operatori soddisfano, almeno formalmen-
te, le seguenti relazioni:
SϕΨn = ϕn, SΨϕn = Ψn (2.2.9)











Analogamente si deduce l’altra relazione.
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La (2.2.9) implica che Ψn = (SΨSϕ) Ψn e che ϕn = (SϕSΨ)ϕn, per
tutti gli n. Ne segue che, almeno quando Sϕ e SΨ sono limitati
SϕSΨ = SΨSϕ = 1 =⇒ SΨ = S−1ϕ . (2.2.10)
Da questa ultima relazione si evince che Sϕ and SΨ sono invertibili
ed inoltre l’uno è l’inverso dell’altro. Si può inoltre dimostrare che sono
entrambi positivi, ben definiti e simmetrici (vedi [17]).
Ma guardiamo bene la (2.2.8). E’ necessario chiedersi se queste serie
siano sempre convergenti. Infatti, non è affatto detto che lo siano e che
quindi gli operatori Sϕ e SΨ siano limitati. Infatti da [40] sappiamo che
due basi biortonormali sono legate tra di loro da operatori limitati con
inverso limitato se e solo se esse sono basi di Riesz. Questo ci suggerisce
di introdurre la seguente ulteriore ipotesi
Ipotesi pb 4.– Fϕ e FΨ sono entrambe basi di Riesz.
Se gli operatori (a, b) soddisfano le Ipotesi pb 1,2,3, sono detti pseudo-
bosonici; se soddisfano anche l’Ipotesi pb 4 si parla di pseudo-bosoni re-
golari. Da un punto di vista matematico avere a che fare con quest’ultimi
è decisamente conveniente in quanto, essendo Sϕ e SΨ entrambi limita-
ti, non sorgono problemi tecnici che invece appaiono, inevitabilmente,
qualora si debba trattare con operatori illimitati.
2.2.1 Alcuni commenti sugli pseudo-bosoni
Prima di procedere oltre è opportuno fare alcune considerazioni rela-
tive all’utilità di modificare la definizione di pseudo-bosoni data nella
precedente sezione:
1. Dalle prime assunzioni è chiaro che ϕn ∈ D(b) e Ψn ∈ D(a†), ma
non è del tutto evidente, per esempio, che sia anche ϕn ∈ D(a) e
Ψn ∈ D(b†) e di conseguenza che ϕn ∈ D(N) e Ψn ∈ D(N †).
Sfortunatamente le ipotesi precedenti non ci assicurano che tali
condizioni siano verificate, ed esse devono essere dimostrate espli-
citamente.
16
2. Consideriamo adesso gli operatori Sϕ e SΨ. Sarebbe importante
trovare un dominio che rimane invariante sotto l’azione di questi
operatori ma anche sotto l’azione di N e N †, altrimenti per al-
cune relazioni di intertwining diventerebbe necessario uno studio
ulteriore.
3. In alcuni esempi di applicazione della definizione di pseudo-bosoni
a modelli di meccanica quantistica [23] viene erroneamente identifi-
cata la completezza degli insiemi Fϕ e FΨ con il fatto di essere basi
di H. Questo aspetto, non sufficientemente considerato nella teo-
ria precedente, diventa uno dei problemi fondamentali della teoria
degli D pseudo-bosoni.
4. A monte di tutto ciò, la (2.2.1) deve poter agire, come si è detto,
su un opportuno sottospazio denso di H, il che non è garantito a
priori.
Ecco che nasce la necessità di fare ipotesi alternative, che ci permet-
tano di ridurre i controlli da effettuare e quindi di dare una riformulazione
alle Ipotesi precedentemente fatte.
2.3 D pseudo-bosoni
Riportiamo adesso la nuova definizione degli pseudo-bosoni data da Ba-
garello in [29] mettendo in evidenza le analogie e le differenze con la
definizione originaria.
Anche qui il campo di azione è uno spazio di Hilbert H con prodotto
scalare 〈., .〉 e norma ‖.‖, ed anche qui consideriamo a e b, due opportuni
operatori di H. Indichiamo con D(a) e D(b) i domini di a e b e con a† e b†
i loro aggiunti. Consideriamo adesso D, sottospazio denso di H, che sia
stabile sotto l’azione di a, b, a†, b†. Come ben si vede, D rappresenta la
new entry ed ha un ruolo di fondamentale importanza nella definizione
di questa nuova struttura. Osserviamo subito che qui non è richiesto
che D debba coincidere con D(a) o D(b) ma possiamo concludere, vista
la sua stabilità sotto l’azione dei principali operatori, che D ⊆ D(a]) e
D ⊆ D(b]), in cui a] è a o a† e b] è b o b†.
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Dopo aver fatto le suddette premesse siamo pronti a definire questi
nuovi operatori
Definizione 1 Gli operatori (a, b) sono D-pseudo-bosonici (D-pb) se,
per ogni f ∈ D, abbiamo
a b f − b a f = f. (2.3.1)
Brevemente scriveremo spesso la (2.3.1) semplicemente [a, b] = 1 , come
nella sezione 2.1.
Ma vediamo come cambiano le Ipotesi rispetto a quelle fatte prece-
dentemente:
Ipotesi D-pb 1.– Esiste un vettore non nullo ϕ0 ∈ D tale che
aϕ0 = 0.
Ipotesi D-pb 2.– Esiste un vettore non nullo Ψ0 ∈ D tale che
b†Ψ0 = 0.
Come possiamo subito notare, in queste nuove ipotesi, ϕ0 e Ψ0 sono
presi in D e non più in H. Inoltre, tra le ipotesi, non abbiamo più la
richiesta che sia ϕ0 ∈ D∞(b) e Ψ0 ∈ D∞(a†). Infatti non occorre più
assumere che esse valgano, in quanto seguono automaticamente dal fatto
che D sia stabile sotto l’azione di a† e b.
Quindi un primo vantaggio che possiamo riscontrare, già a questo
stadio, è il fatto che le ipotesi vengono snellite.
Notiamo inoltre che la scelta del sottospazio D è di fondamentale
importanza infatti potremmo avere operatori (a, b) che non soddisfano
la Definizione 1 per un sottospazio denso e invece la soddisfano per un
altro sottospazio, denso anch’esso. Ad esempio, vedi [29], prendiamo
H = L2(R), a = d
dx




f(x) ∈ L2(R) : f ′(x) ∈ L2(R)} , D2 = S(R).
(a, b) non sono D1 pseudo-bosoni poichè D1 non è stabile sotto l’azione
di a] e b]. Infatti preso f ∈ D1 allora (bf)(x) = xf(x) /∈ D1. Invece
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risultano essere D2 pseudo-bosoni poichè D2 è stabile sotto l’azione dei
principali operatori ed inoltre viene soddisfatta la Definizione 1.
Detto ciò riprendiamo la nostra costruzione. A tale fine consideriamo


















Dalla stabilità di D, e quindi dal fatto che ϕn e Ψn appartengono a




n+ 1ϕn+1, n ≥ 0,
a ϕ0 = 0, aϕn =
√
nϕn−1, n ≥ 1,
a†Ψn =
√
n+ 1Ψn+1, n ≥ 0,
b†Ψ0 = 0, b†Ψn =
√
nΨn−1, n ≥ 1.
(2.3.2)
Per dimostrare la prima e la terza relazione basta considerare la defini-






















Analogamente si dimotra la prima.
Per dimostrare la quarta osserviamo intanto che abbiamo già dall’Ipo-
tesi D-pb 2 b†Ψ0 = 0. Dimostriamo inoltre per induzione che b†Ψn =√
nΨn−1; ∀n ≥ 1.











Supponiamo adesso vera la b†Ψn =
√




























(1 + n) Ψn =
√
n+ 1 Ψn,
che è quello che volevamo provare.
Fatte queste considerazioni sui vettori ϕn e Ψn, ritorniamo ad ana-
lizzare i due insiemi Fϕ e FΨ.
Si dimostra anche qui che questi due insiemi sono biortogonali cioè che
risulta, ∀n,m,
〈ϕn,Ψm〉 = δn,m, . (2.3.3)
Per dimostrare ciò sfrutteremo alcune proprietà che nascono dalla stessa
definizione degli operatori N = ba ed N † = a†b†:
Nϕn = nϕn, N
†Ψn = nΨn, (2.3.4)
n ≥ 0.
Per iniziare, dimostriamo per induzione l’ultima relazione della (2.3.4) :
Per n = 0





Supponiamo adesso sia vero N †Ψn = nΨn, e dimostriamo N †Ψn+1 =
(n+ 1) Ψn+1:






n+ 1a†Ψn+1 = (n+ 1) Ψn+1.
Analogamente si dimostra che Nϕn = nϕn.
Come conseguenza di queste equazioni, e scegliendo la normalizza-









Infatti questa implica che sia
n 〈ϕn,Ψm〉 = m 〈ϕn,Ψm〉 .
Ma poichè n 6= m, la sola possibilità è che risulti
〈ϕn,Ψm〉 = 0.
Quindi, se n 6= m i vettori ϕn e Ψm sono ortogonali.












Come nella definizione di pseudo-bosoni anche qui il fatto che i due
insiemi sono ortogonali nulla ci dice sulla possibilità che essi siano basi
di H. Introduciamo allora la terza assunzione:
Ipotesi D-pb 3.– Fϕ è una base di H.
Viene spontaneo chiedersi: e FΨ? non si fanno ipotesi su di esso? In
realtà si dimostra che, vista la biortogonalità di Fϕ e FΨ, Fϕ è una base
di H se e soltanto se FΨ è anch’essa una base per H, [29]. Inoltre, se
Fϕ e FΨ sono basi di Riesz per H, gli D-pb prendono il nome di D-pb
regulari.
E’ chiaro che l’Ipotesi D-pb 3 è una condizione molto più forte della
richiesta di completezza. Infatti abbiamo esempi di insiemi che sono
completi ma che non formano una base perH. Un esempio di tale insieme
è E = {e˜n := en + e1, n = 2, 3, 4} in cui {en} è una base ortonormale di
H.
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Osserviamo anche che l’ Ipotesi D-pb 3 è una richiesta forte: Fϕ
deve essere, ovviamente, una base di tutto lo spazio di Hilbert H. Ma
i sistemi quantistici interessanti sono tutti in grado di soddisfare questa
condizione? La risposta è, molto spesso, no. Quindi nasce la necessità di
migliorare ulteriormente questa struttura dando un’ipotesi alternativa,
più debole, che ci permetta di adattare a più casi possibili questo nuovo
framework.
Ecco che in [29] vengono definite le cosiddette G-quasi basi nel se-
guente modo:
Si considera G un opportuno sottospazio denso di H, e siano Fη =
{ηn ∈ G, g ≥ 0} e FΦ = {Φn ∈ G, g ≥ 0} due insiemi biortogonali. Se Fη




〈f, ηn〉 〈Φn, g〉 =
∑
n≥0
〈f,Φn〉 〈ηn, g〉 (2.3.5)
per ogni f, g ∈ G, Fη e FΦ prendono il nome di G-quasi basi.
Alla luce di quest’ultima definizione possiamo enunciare una forma
più debole dell’Ipotesi D-pb 3:
Ipotesi D-pbw 3.– Fϕ e FΨ sono G-quasi basi per qualche sotto-
spazio G denso in H.
L’introduzione del concetto di quasi base ci permette di bypassare la
richiesta che Fϕ e FΨ siano basi (di Riesz). Infatti è possibile ottenere
delle G-quasi basi con G sottospazio denso di H anche mediante l’intro-
duzione di operatori T e T−1 non limitati, come mostra la Proposizione
seguente, [28]:
Proposizione 2 Sia E = {en ∈ H, n ≥ 0} una base ortonormale di H e
T un operatore autoaggiunto ed invertibile, tale che en ∈ D(T )∩D(T−1)
for all n, consideriamo Fϕ = {ϕn := Ten, n ≥ 0} e FΨ = {Ψn :=
T−1en, n ≥ 0}. Allora si ha
1. (i) gli insiemi Fϕ e FΨ sono biortogonali;
2. (ii) se f ∈ D(T ) è ortogonale a tutti gli ϕn, allora f = 0;
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3. (iii) se f ∈ D(T−1) è ortogonale a tutti gli Ψn, allora f = 0;
4. (iv) per ogni f, g ∈ D(T )∩D(T−1) Fϕ e FΨ sono (D(T )∩D(T−1)-
quasi basi;
5. (v) Se l’operatore T−1 è limitato allora ogni f ∈ D(T ) può es-
sere scritta come f =
∑
n 〈ϕn, f〉Ψn. Inoltre se gˆ ∈ H 〈f, gˆ〉 =∑
n 〈f, ϕn〉 〈Ψn, gˆ〉;
6. (vi) Se l’operatore T è limitato allora ogni f ∈ D(T−1) può es-
sere scritta come f =
∑
n 〈Ψn, f〉ϕn. Inoltre se gˆ ∈ H 〈f, gˆ〉 =∑
n 〈f,Ψn〉 〈ϕn, gˆ〉.
La dimostrazione di questa Proposizione è fornita in [28].
Quando si sia in grado di stabilire che Fϕ e FΨ sono, ad esempio, D-
quasi basi, molti risultati di un certo interesse possono essere dedotti,
come vedremo nella sezione seguente.
2.4 L’operatore metrico Θ e le sue proprietà
In questa sezione faremo vedere come l’introduzione di un opportuno
operatore autoaggiunto ed invertibile al framework che stiamo conside-
rando non solo ne rifinisce la struttura ma fa nascere delle interessanti
relazioni di coniugio. Ma vediamo in dettaglio.
Sia Θ un operatore autoaggiunto ed invertibile tale che, insieme al
suo inverso Θ−1, lascia D invariante. Allora:
Definizione 3 Diremo che (a, b†) sono Θ−coniugati se af = Θ−1b†Θ f ,
per ogni f ∈ D.
Un’importante conseguenza della definizione precedentemente data è l’u-
guaglianza,
Nf = Θ−1N †Θf (2.4.1)
che vale per ogni f ∈ D. Infatti
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Nf = ab = Θ−1b†ΘΘ−1a†Θf = Θ−1b†a†Θf = Θ−1N †Θf.
Da ciò se ne deduce che gli autovalori di N e N † sono gli stessi e che
gli autovettori associati sono tra loro messi in relazione dall’operatore di
intertwining Θ. Infatti dall’equazione (2.4.1) si ha:
ΘNf = N †Θf.
Inotre si dimostra che, [28]:
Lemma 4 Le seguenti affermazioni sono equivalenti:
1. (a, b†) sono Θ−coniugati
2. (b, a†) sono Θ−coniugati
3. (a†, b) sono Θ−1−coniugati
4. (b†, a) sono Θ−1−coniugati
Abbiamo visto dalla definizione di operatori Θ−coniugati che Θ esprime
una relazione di similarità tra gli operatori a e b†. Viene quindi naturale
chiedersi se sia possibile stabilire anche una relazione tra gli elementi
di due quasi basi Fϕ e FΨ. Una risposta al nostro interrogativo è data
dalla seguente Proposizione, che ne esprime una condizione necessaria e
sufficiente.
Proposizione 5 Siano Fϕ e FΨ due D-quasi basi per H. Allora gli
operatori (a, b†) sono Θ−coniugati se e soltanto se Ψn = Θϕn, per ogni
n ≥ 0.
Anche in questo caso la dimostrazione è data in [28].
Osserviamo che l’equazione Ψn = Θϕn assomiglia tanto ad una nostra
vecchia conoscenza: la relazione SΨϕn = Ψn della definizione di pseudo-
bosoni originaria. Allora ci chiediamo Θ e SΨ siano o meno lo stesso
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operatore, visto che operano nello stesso modo sui vettori di Fϕ e FΨ.
In effetti tali operatori saranno in seguito spesso identificati tra loro.
Un’altra caratteristica dell’operatore Θ è che risulta essere positivo come
mostra la seguente proposizione.
Proposizione 6 Se (a, b†) sono Θ−coniugate allora 〈f,Θf〉 > 0 per
ogni f ∈ D(Θ) non nullo.
Ricapitolando, con l’introduzione di D e dell’operatore metrico Θ siamo
riusciti a risolvere molti problemi che erano sorti in precedenza. Infatti:
1. abbiamo semplificato le Ipotesi: il fatto di avere introdotto D sta-
bile sotto l’azione dei principali operatori fa si che alcune ipotesi
siano sovrabbondanti risultando conseguenza di questo fatto;
2. abbiamo ridotto le verifiche: la definizione di Θ che lascia D in-
variante, a differenza di SΨ, ci permette di ridurre le verifiche da
effettuare relativamente ad alcune relazioni di intertwining;
3. abbiamo superato il problema relativo alla verifica che Fϕ e FΨ sia-
no basi: con l’introduzione della definizione di quasi base è possibi-
le, definendo un operatore T non necessariamente limitato, costrui-
re delle quasi basi mediante l’introduzione di un opportuno insieme
denso dato, come vedremo negli esempi concreti, dall’intersezione
dei domini dell’operatore T e dell’operatore T−1.
Ovviamente, il tutto assumerà un interesse fisico nel momento in cui
mostreremo che sistemi fisici realistici soddisfano le ipotesi introdotte in
questa sezione, e quindi forniscono un esempio concreto di D pseudo-
bosoni. Questo sarà argomento del Capitolo 3 di questa tesi.
2.5 D pseudo-bosoni e la meccanica quanti-
stica non-Hermitiana
Prima di concludere questa introduzione matematica è forse opportu-
no osservare che, quando Bagarello cominciò ad interessarsi agli aspetti
25
squisitamente matematici degli pseudo-bosoni, probabilmente non pote-
va immaginare di imbattersi in relazioni che richiamano da vicino quelle
che dovevano soddisfare gli operatori in meccanica quantistica pseudo-
Hermitiana o cripto-Hermitiana, e che erano noti in un contesto comple-
tamente diverso da quello di cui Bagarello stava occupandosi.
Consideriamo per esempio la seguente
Nf = Θ−1N †Θf (2.5.1)
per ogni f ∈ D. Questa è sostanzialmente, a parte considerazioni del
dominio D che Znojil trascura, la condizioni di cripto-Hermiticità
H = Θ−1H†Θ
per l’operatore H, introdotto da Znojil, e non è molto diversa dalla
condizione di pseudo Hermiticità di Mostafazadeh
H† = η+Hη−1+ .
Inoltre possiamo osservare come relazioni di intertwining nascono natu-
ralmente dalla definizione stessa della struttura. Infatti, dalla (2.5.1), si
ha
ΘNf = N †Θf
che dimostra che Θ sia un operatore di intertwining tra N e N †. Ciò
è connesso al fatto che N e N † abbiano gli stessi autovalori e che i loro
rispettivi autovettori siano messi in relazione da Θ. Esiste infatti una let-
teratura sconfinata su questo argomento, che qui tralasciamo non essendo
rilevante per questa tesi.
Nasce quindi il sospetto che questo nuovo framework ben si presti al-
l’analisi di modelli appartenenti a questo tipo di meccanica quantistica.
Questo è esattamente il contenuto del prossimo capitolo.
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Capitolo 3
D pseudo-bosoni in modelli
quantistici
In questo capitolo analizzeremo alcuni modelli, già studiati in mecca-
nica quantistica PT -simmetrica, [30, 31, 32], e faremo vedere come sia
possibile descriverli in termini di D pseudo-bosoni. In questo nuovo fra-
mework si possono non solo discutere questioni relative ad operatori il-
limitati ma anche analizzare aspetti del modello non precedentemente
presi in considerazione da coloro che hanno introdotto originariamente
tali modelli.
3.1 Primo esempio
Il primo modello che considereremo è stato originariamente introdotto
in [30] da Bender et al. e successivamente considerato in [31] da Miao
et al. L’Hamiltoniana non-autoaggiunta che prenderemo in esame è la
seguente:






2 + 2ix2) + 2x1x2. (3.1.1)
Come ben si vede, essa è formata dalla somma dell’Hamiltoniana di un
oscillatore armonico, da un’Hamiltoniana PT -simmetrica e da un ter-
mine di interazione con una costante di accoppiamento , dove  è una
costante reale,  ∈]−1, 1[. Qui valgono le seguenti regole di commutazione
tra gli operatori di posizione e momento standard [xj, pk] = iδj,k1 , dove
1 rappresenta l’operatore identità in L2(R2). Tutti gli altri commutatori
sono uguali a zero.
Ripetendo gli stessi passaggi che troviamo in [31], possiamo eseguire
alcuni cambiamenti di variabile che ci permettono di scrivere l’Hamilto-
niana di partenza in una forma più conveniente:








X1 := a(x1 + ξx2), X2 := b(x1 − ξx2),
in cui ξ può essere ±1, mentre a e b costanti reali non nulle. Questi
operatori soddisfano le stesse regole di commutazione che valeva-
no per le variabili originarie: [Xj, Pk] = iδj,k1 , e sono anch’essi
autoaggiunti.
2. Adesso introduciamo gli operatori
Π1 = P1, Π2 = P2, q1 = X1 + i
aξ
1 +  ξ
, q2 = X2 − i bξ
1−  ξ .
Osserviamo che Π†j = Πj, mentre q
†
j 6= qj, j = 1, 2. Tuttavia, si
conservano le regole di commutazione: [qj,Πk] = iδj,k1 .
H diventa
H = H1 +H2 +
1





1 +  ξ
2a2
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Possiamo subito osservare che bj 6= a†j. Questo è dovuto al fatto che
qj non sono autoaggiunti. Questi operatori soddisfano formalmente
le regole di commutazione pseudo-bosoniche
















































Gli altri commutatori sono uguali a zero.
Torniamo adesso alla nostra Hamiltoniana H che, introducendo gli ope-
ratori Nj := bjaj, può essere riscritta come





1 +  ξ(2N1 + 1 ),
H2 =
√
1−  ξ(2N2 + 1 ).
(3.1.5)
Infatti















































(−1) + 1 = H1.
29
Inoltre










































I risultati su illustrati sono gia contenuti in [31], anche se non esat-
tamente in questa forma. Il nostro prossimo passo consiste nel verificare
se la versione bidimensionale del framework descritto nel Capitolo 2 può
essere applicata al modello. In altre parole, vogliamo vedere se le Ipotesi
D-pb 1, D-pb 2 e D-pb 3 (o D-pbw 3) sono verificate o meno nello spazio
di Hilbert H = L2(R2) per la H in (3.1.5).
Per questo, la prima cosa da fare è riscrivere gli operatori aj e bj in









1 +  ξ x1) + ξ(ip2 +
√












1−  ξ x1)− ξ(ip2 +
√










1 +  ξ x1) + ξ(−ip2 +
√












1−  ξ x1)− ξ(−ip2 +
√
1−  ξ x2)− i ξ√1− ξ
)
.
Adesso dobbiamo trovare un sottospazio denso D di L2(R2) che è sta-
bile sotto l’azione di aj, bj e dei loro aggiunti. Inoltre D deve anche
contenere due vettori non nulli annichilati da aj e b†j, se tali vettori esi-
stono. Quindi, da un punto di vista pratico, occorre risolvere le equazioni
a1ϕ0,0(x1, x2) = a2ϕ0,0(x1, x2) = 0 e b†1Ψ0,0(x1, x2) = b
†
2Ψ0,0(x1, x2) = 0.
Usando pj = −i ∂∂xj , queste diventano due semplici equazioni differenziali
bidimensionali che possono essere facilmente riscritte come segue











1 +  ξ x2 + i
ξ√
1 +  ξ
)













1−  ξ x2 − i ξ√
1 +  ξ
)
ϕ0,0(x1, x2) = 0
(3.1.7)














1 +  ξ x2 − i ξ√
1 +  ξ
)









1−  ξ x2 + i ξ√
1 +  ξ
)
ψ0,0(x1, x2) = 0.
Confrontando quest’ultime con le (3.1.6) e (3.1.7) ci accorgiamo subito
che
Ψ0,0(x1, x2) = ϕ0,0(x1, x2),
e quindi ci concentreremo sulla risoluzione delle (3.1.6) e (3.1.7).











1− 2 , k+ =
iα+√
1− 2 .
Le equazioni per ϕ0,0(x1, x2) diventano(
d
dx1
+ α+x1 + ξα−x2 + k−
)
ϕ0,0(x1, x2) = 0(
d
dx2
+ α+x2 + ξα−x1 − k+
)
ϕ0,0(x1, x2) = 0
la cui soluzione è













e di conseguenza, per l’osservazione fatta precedentemente,













Le quantità N e N ′ in (3.1.8) e (3.1.9) sono costanti di normalizzazione,
fissate dalla richiesta che 〈ϕ0,0,Ψ0,0〉 = 1. Questo è possibile, dal mo-
mento che possiamo facilmente verificare che ϕ0,0(x1, x2),Ψ0,0(x1, x2) ∈
L2(R2). Infatti sia ϕ0,0(x1, x2) che Ψ0,0(x1, x2) appartengono in effetti a
S(R2), poichè sono funzioni di classe C∞ decrescenti a zero, insieme con
le loro derivate, più velocemente di qualsiasi potenza di x1 e x2. Poi-
chè S(R2) è denso in L2(R2), viene naturale identificare D con S(R2).
Questa risulta essere una buona scelta. Infatti non solo ϕ0,0(x1, x2) e
Ψ0,0(x1, x2) ∈ D, ma D è anche stabile sotto l’azione di aj, bj e dei loro
aggiunti.















e i relativi insiemi
Fϕ = {ϕn1,n2(x1, x2), nj ≥ 0}, FΨ = {Ψn1,n2(x1, x2), nj ≥ 0}.
E’ chiaro che ϕn1,n2(x1, x2) e Ψn1,n2(x1, x2) differiscono da ϕ0,0(x1, x2) e
Ψ0,0(x1, x2) per qualche polinomio in x1 e x2. Quindi, come previsto,
sono ancora funzioni in S(R2).
Adesso bisognerebbe provare che Fϕ e FΨ sono basi per H. Questo
non è così evidente. Ciò che è più semplice da provare è che questi insiemi
sono entrambi completi in H, ma noi sappiamo che la completezza di un
certo insieme non implica che l’insieme sia anche una base. Seguendo
la procedura adottata in [30], definiamo un operatore autoaggiunto non
limitato ed invertibile, T = e
1









−1 = x2 − i
1− 2 .
Semplici calcoli mostrano allora che






2) + 2x1x2 +
1
1− 2 =: h. (3.1.10)
Notiamo subito che contrariamente ad H, h = h†. Per h possiamo essen-
zialmente ripetere la stessa procedura di prima. In particolare possiamo



























e gli aggiunti A†j. Questi sono operatori bosonici propriamente detti, e
infatti: [Aj, A†k] = δj,k1 . In termini di questi operatori possiamo scrivere
h = h1 + h2 +
1




1 +  ξ(2Nˆ1 + 1 ), h2 =
√
1−  ξ(2Nˆ2 + 1 ),
dove Nˆj := A†jAj è l’operatore numero bosonico per il modo j-esimo.
Ora, se Φ0,0 è il vettore vuoto di Aj, A1Φ0,0 = A2Φ0,0 = 0, possiamo









FΦ è una base ortonormale per H, e Φn1,n2(x1, x2) può essere fattorizzato
come segue:
Φn1,n2(x1, x2) = Φn1(x1)Φn2(x2).
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Ogni Φn1,n2(x1, x2) appartiene dunque a D. Inoltre, Φn1,n2 ∈ D(T ) ∩
D(T−1).
In particolare possiamo dimostrare che




1− 2 (a− ξ), δ2 =
i
1− 2 (b+ ξ).
Inoltre, evidentemente
T−1Φn1,n2(x1, x2) = Φn1,n2(x1 − δ1, x2 − δ2).
Si può inoltre provare che per tutti gli n1 e n2,
TΦn1,n2(x1, x2) = Ψn1,n2(x1, x2), T
−1Φn1,n2(x1, x2) = ϕn1,n2(x1, x2).
Per mostrare questo è opportuno ricordare che le seguenti equazioni
devono essere tutte soddisfatte:





1 +  ξ(2n1 + 1) +
√
1−  ξ(2n2 + 1) + 1
1− 2 .
Se  6= 0, ogni En1,n2 è non degenere. Qui conviene lavorare in questa
ipotesi, anche perché, se  = 0, l’hamiltoniana originale H si semplifica
molto diventando per noi meno interessante.





Quindi T−1Φn1,n2 deve essere proporzionale a ϕn1,n2 . Analogamente TΦn1,n2
deve essere proporzionale a Ψn1,n2 , poichè
H†Ψn1,n2 = En1,n2Ψn1,n2 ,
sfruttando nuovamente la non degenerazione degli autovalori. Queste
costanti di proporzionalità possono essere prese tutte uguali a uno. Siamo
quindi nelle condizioni della Proposizione 2 del Capitolo 2, e dunque Fϕ
e FΨ sono entrambe D(T )∩D(T−1)- quasi basi per H. Questo vuol dire
che l’Ipotesi D-pbw 3 è verificata.
Prendiamo ora Θ := T 2. E’ chiaro che Θ−1 esiste e che insieme a Θ,
lascia D invariante. Inoltre Ψn1,n2 = Θϕn1,n2 e allora, come discusso nel
Capitolo 2, (aj, b†j) risultano essere Θ-conjugate. Segue inoltre la relazio-









Osserviamo che queste serie non possono convergere su tutto H essendo
Θ e Θ−1 non limitati.
3.2 Secondo esempio
In questa sezione considereremo un modello quantistico differente intro-
dotto originariamente da Miao et al. in [32]. L’Hamiltoniana manifesta-











2) + i [A(x1 + x2) +B(p1 + p2)] , (3.2.1)
dove A e B sono costanti reali, mentre xj e pj sono gli operatori au-
toaggiungi posizione e momento, soddisfacenti la relazione [xj, pk] =
iδj,k1 .
Come nell’esempio precedente, per scrivere H in una forma più con-
veniente possiamo introdurre nuove variabili. Per fare ciò abbiamo prima
considerato il cambiamento di variabile
P1 = p1 + iB, P2 = p2 + iB, X1 = x1 + iA, X2 = x2 + iA,
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(Xj + iPj), bj =
1√
2
(Xj − iPj), (3.2.2)
j = 1, 2. Si dimostra facilmente che [Xj, Pk] = iδj,k1 , [aj, bk] = δj,k1 ,
e che, essendo X†j 6= Xj e P †j 6= Pj, risulta che bj 6= a†j. Introducendo
inoltre Nj = bjaj possiamo scrivere H come segue:
H = N1 +N2 + (A
2 +B2 + 1)1 .
Gli autostati di H e H† possono essere facilmente costruiti se le
Ipotesi D-pb 1 e D-pb 2 sono verificate. Se è verificata anche l’Ipotesi
D-pb 3 (o la D-pbw 3), allora gli insiemi dei loro autostati sono basi (o
D- quasi basi) biortogonali per H = L2(R2).
Per dimostrare che le Ipotesi sono verificate, procediamo come prima




(xj + ipj + C), bj =
1√
2
(xj − ipj +D),
j = 1, 2, dove C = iA− B e D = iA + B. I due vettori di vuoto di aj e
b†j sono rispettivamente













dove N e N ′ sono costanti di normalizzazione scelte in modo tale che
〈ϕ0,0,Ψ0,0〉 = 1. Anche in quest’esempio osserviamo che sia ϕ0,0(x1, x2)
che Ψ0,0(x1, x2) appartengono a S(R2), che noi identifichiamo come lo
spazio D della definizione di D pseudo-bosoni. Osserviamo che il vettore




























mentre Ψn1,n2(x1, x2) può essere facilmente dedotto da ϕn1,n2(x1, x2) sem-
plicemente cambiando C con D e viceversa. Osserviamo subito che tanto
ϕn1,n2(x1, x2) che Ψn1,n2(x1, x2) appartengono a S(R2), come ci si atten-
deva, essendo prodotti di polinomi in x1 e x2 per le funzioni ϕ0,0(x1, x2)
e Ψ0,0(x1, x2) rispettivamente.
Adesso rimane da verificare se
Fϕ = {ϕn1,n2(x1, x2), nj ≥ 0}, FΨ = {Ψn1,n2(x1, x2), nj ≥ 0}
sono basi per H o se almeno risultano essere G-quasi basi, per qualche
G denso in H. Ancora una volta faremo vedere come la Proposizione 2
del Capitolo 2 è utile a questo scopo. Infatti, introduciamo il seguente
operatore autoaggiunto non limitato ed invertibile T :
T = e−A(p1+p2)+B(x1+x2).













Allora, se introduciamo gli operatori bosonici cj = 1√2(xj + ipj), insieme
con i loro aggiunti, si vede che
h˜ = c†1c1 + c
†
2c2 + (A
2 +B2 + 1)1 .
Gli autovalori di h˜ sono En1,n2 = n1 + n2 + A2 + B2 + 1, e i rispettivi
autovettori sono costruiti come al solito per un oscillatore armonico bi-
dimensionale: Φ0,0(x1, x2) ∈ H tali che cjΦ0,0 = 0, j = 1, 2, L’insieme






n2Φ0,0, nj ≥ 0.
L’insieme FΦ = {Φn1,n2 , nj ≥ 0} è un insieme ortonormale per H, e si
dimostra facilmente che non solo Φn1,n2 ∈ D(T )∩D(T−1), ma anche che
ϕn1,n2 = TΦn1,n2 e Ψn1,n2 = T−1Φn1,n2 . Siamo quindi nelle condizioni
della Proposizione 2 e quindi Fϕ e FΨ sono D(T ) ∩ D(T−1)-quasi basi
per H.
L’operatore Θ è ora Θ = T−2 = e2A(p1+p2)−2B(x1+x2), che mappa D
in se stesso. Le stesse considerazioni finali del primo esempio possono
essere ripetute anche qui.
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3.3 Terzo esempio
Il terzo esempio che vogliamo considerare qui è sostanzialmente una ver-












2) + i [A(xˆ1 + xˆ2) +B(pˆ1 + pˆ2)] , (3.3.1)
dove nuovamente A e B sono costanti reali e rappresenta un oscillatore
armonico bidimensionale linearmente perturbato. La differenza rispetto
all’esempio precedente sta nel fatto che gli operatori autoaggiunti xˆj e pˆk
soddisfano le seguenti regole di commutazione:
[xˆj, pˆk] = iδj,k1 , [xˆj, xˆk] = iθj,k1 , [pˆj, pˆk] = iθ˜j,k1 . (3.3.2)
Qui θ e θ˜ sono due parametri piccoli, che misurano la non commutatività
del sistema, ed j,j = 0, 1,2 = −2,1 = 1.
Seguendo [32], imposteremo un approccio perturbativo per la prima
parte di questo esempio. In particolare, in seguito considereremo soltan-
to i termini lineari in θ e θ˜, non considerando tutti i termini quadratici,
cubici e così via. Osserviamo che in alcuni lavori di meccanica quanti-
stica non commutativa, vedi ad esempio [34], θ˜ è preso uguale a zero e
di conseguenza i termini non commutativi sono presenti soltanto negli
operatori posizione e non negli operatori momento.
Detto ciò, se introduciamo due coppie di operatori canonicamente
coniugati (xj, pj), j = 1, 2 1, ed assumiamo che{
xˆ1 = x1 − 12θp2, xˆ2 = x2 + 12θp1,
pˆ1 = p1 +
1
2
θ˜x2, pˆ2 = p2 − 12 θ˜x1,
(3.3.3)
avremo le regole di commutazione (3.3.2) e Hˆ può essere riscritta in
termini degli operatori canonici xj e pj, non considerando i quadrati in











2) + i [A(x1 + x2) +B(p1 + p2)] +














Definendo ora gli operatori non autoaggiunti
Pj = pj + iBj, Xj = xj + iAj,
j = 1, 2, osserviamo che [Xj, Pk] = iδj,k1 , mentre [Xj, Xk] = [Pj, Pk] = 0.




θB, A2 = A− 1
2
θB,
B1 = B − 1
2




















(iX1 + P1 −X2 + iP2) .
(3.3.5)
Vediamo subito che bj 6= a†j e che inoltre valgono le [aj, bk] = δj,k1 ,
Infatti
[a1, b1] = [
1
2
(X1 + iP1) +
1
2
(iX2 − P2), 1
2
(X1 − iP1)− 1
2




[X1 + iP1, X1− iP1]− 1
4





[iX2−P2, iX2 +P2] = 1
4
{[X1, X1]− i[X1, P1] + i[P1, X1] + [P1, P1]}+
−1
4
{[X1, X2] + [X1, P2]− [P1, X1] + i[P1, P2]}+ 1
4
{i[X2, X1] + [X2, P1]+
−[P2, X1]+i[P2, P1]}−1
4
{−[X2, X2] + i[X2, P2]− i[P2, X2]− [P2, P2]} = 1,
[a2, b2] = [
1
2





(iX1 + P1)− 1
2













[X2 + iP2, X2− iP2] = 1
4
{[X1, X1]− i[X1, P1] + i[P1, X1] + [P1, P1]}+
−1
4
{−i[X1, X2]− [X1, P2] + [P1, X2]− i[P1, P2]}−1
4
{i[X2, X1]+[X2, P1]+
−[P2, X1]+i[P2, P1]}+ 1
4
{[X2, X2]− i[X2, P2] + i[P2, X2] + [P2, P2]} = 1,
mentre tutti gli altri commutatori sono uguali a zero. Ad esempio
[a1, a2] = [
1
2
(X1 + iP1) +
1
2
(iX2 − P2), 1
2
(−iX1 + P1)− 1
2












[iX2−P2, X2+iP2] = 1
4
{−i[X1, X1] + [X1, P1] + [P1, X1] + i[P1, P1]}+
−1
4
{[X1, X2] + i[X1, P2] + i[P1, X2]− [P1, P2]}+ 1
4
{[X2, X1] + i[X2, P1]+
+i[P2, X1]−[P2, P1]}− 1
4
{i[X2, X2]− [X2, P2]− [P2, X2]− i[P2, P2]} = 0,
ed analogamente
[b1, b2] = [
1
2





(iX1 + P1)− 1
2




[X1− iP1, iX1 +P1]− 1
4
[X1− iP1, X2− iP2] + 1
4




[iX2 +P2, X2− iP2] = 1
4
{i[X1, X1] + [X1, P1] + [P1, X1]− i[P1, P1]}+
−1
4
{[X1, X2]− i[X1, P2]− i[P1, X2]− [P1, P2]}−1
4
{−[X2, X1]+i[X2, P1]+
+i[P2, X1]+[P2, P1]}+ 1
4
{i[X2, X2] + [X2, P2] + [P2, X2]− i[P2, P2]} = 0.
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In termini di questi operatori Hˆ può essere scritta come
Hˆ = (N1 +N2 + 1 ) +
1
2
(θ + θ˜)(N1 −N2) + (A2 +B2)1 . (3.3.6)
Infatti

















N1 −N2 = (b1a1)− (b2a2) = [(12(X1 − iP1)− 12(iX2 + P2)(12(X1 + iP1) +
1
2
(iX2−P2))− (12(iX1 +P1)− 12(X2− iP2)(12(−iX1 +P1)− 12(X2 + iP2))]
Confrontando questa Hamiltoniana con quella del secondo esempio ve-
diamo che la sola differenza è nel termine 1
2
(θ+ θ˜)(N1−N2) che è lineare
nei parametri θ e θ˜. Non appaiono termini quadratici a causa del nostro
approccio perturbativo.
Vogliamo evidenziare che la parola formalmente, introdotta prece-
dentemente, sta ad indicare il fatto che non abbiamo ancora dimostrato
che le Ipotesi D-pb 1, D-pb 2 e D-pb 3 o la sua forma più debole D-pbw
3, sono verificate; che è quello che faremo di seguito. Come per gli altri
esempi, il primo passo è riscrivere gli operatori aj e bj in termini delle























(i− 1) +B ( θ
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La funzione annichilita da a1 and a2 può essere facilmente ottenuta
risolvendo due equazioni differenziali accoppiate. Il risultato dedotto non
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si discosta molto da quello degli altri esempi, ed infatti otteniamo













dove α1 = k1+ik22 , α2 =
k1−ik2
2i
, mentre N e N ′ sono costanti di norma-
lizzazione scelte richiedendo, al solito, che sia 〈ϕ0,0,Ψ0,0〉 = 1. Anche
in questo modello viene naturale identificare D con S(R2). Infatti, con
questa scelta, D è stabile sotto l’azione di aj, bj, e dei loro aggiunti.
Inoltre, sia ϕ0,0(x1, x2) che Ψ0,0(x1, x2) appartengono a D. Le funzioni
ϕn1,n2(x1, x2) e Ψn1,n2(x1, x2) sono costruite nel modo usuale e apparten-
gono tutte a S(R2). In conclusione, le Ipotesi D-pb 1 e D-pb 2 sono
entrambe verificate.
Per quanto riguarda la verifica dell’Ipotesi D-pb 3, l’idea è sempre
quella di cercare una base ortonormale mappata in Fϕ e FΨ da un opera-
tore. Per fare ciò introduciamo i due operatori bosonici, cj = 1√2(xj+ipj),
j = 1, 2, e i loro aggiunti c†j. Inoltre, seguendo [35], definiamo due nuovi
operatori bosonici cg = 1√2(c1 + ic2) e cd =
−i√
2
(c1 − ic2). Essi soddisfano
le regole di commutazione canoniche
[cg, c
†
g] = [cd, c
†
d] = 1 ,
mentre tutti gli altri commutatori sono uguali a zero. Il vettore di vuoto
di cg, cd, χ0,0, coincide chiaramente con quello di c1, c2, Φ0,0: in altre
parole, se c1Φ0,0 = c2Φ0,0 = 0, allora chiamato χ0,0 = Φ0,0, abbiamo
automaticamente cdχ0,0 = cgχ0,0 = 0.





ngχ0,0, nd, ng ≥ 0, l’insieme Fχ =
{χnd,ng} di tutti questi vettori è una base ortonormale per H, [35]. In-
















−1 = cg + k12 = a1, T cdT
−1 = cd + k22 = a2,
T c†gT
−1 = c†g − k12 = b1, T c†dT−1 = c†d − k22 = b2.
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Ora, a meno di una normalizzazione, possiamo dimostrare che
ϕ0,0 = Tχ0,0, Ψ0,0 = T
−1χ0,0.
Questo segue, per esempio, dal fatto che
cg(Tχ0,0) = −k1
2
(Tχ0,0) cd(Tχ0,0) = −k2
2
(Tχ0,0).
Queste uguaglianze possono essere estese facilmente a tutti i vettori:
ϕn1,n2 = Tχn1,n2 Ψn1,n2 = T
−1χn1,n2 ,
per tutti gli nj ≥ 0. Siamo nelle ipotesi della Proposizione 2, e possiamo
quindi concludere che Fϕ e FΨ sono D(T ) ∩ D(T−1)-quasi basi per H:
l’Ipotesi D-PBw 3 è verificata. E’ inutile dire che, la stessa costruzione fi-
nale può essere ripetuta. In particolare, può essere introdotto l’operatore




In questo lavoro di tesi abbiamo voluto, per prima cosa, richiamare la
struttura degli D pseudo-bosoni, introdotta in [29], nata dalla deforma-
zione delle regole canoniche di commutazione, di cui sono un’estensione
con conseguenze non banali.
Inoltre, richiamando lo studio sugli D pseudo-bosoni fatto da Bagarello
in [29] abbiamo puntato l’attenzione sulle relazioni di intertwining che
legano operatori non autoaggiunti ad operatori autoaggiunti. Abbiamo
visto che queste relazioni sottolineano lo stretto legame tra gli operatori
pseudo-bosonici e la meccanica quantistica cripto-Hermitiano e pseudo-
Hermitiana.
Un altro aspetto interessante di questa analisi è la scoperta che alcuni
modelli di meccanica quantistica PT -simmetrica si adattano perfetta-
mente a questo tipo di struttura mettendo così in evidenza il fatto che
quella che sembrava una curiosità puramente matematica trova riscontro
ed applicazione esplicita in modelli fisici concreti.
Ed è appunto tale applicazione quello che abbiamo esposto nel Capitolo
3. Infatti in quest’ultimo abbiamo analizzato tre differenti modelli di
meccanica quantistica PT -simmetrica, precedentemente studiati in [30,
31, 32], alla luce della definizione di D pseudo-bosoni.
In particolare, abbiamo quindi fatto vedere come questi modelli soddi-
sfano le ipotesi del framework e che quindi possono essere riscritti in
termini di D pseudo-bosoni. Questo ci ha dato la possibilità di studiare
aspetti del modello non considerati precedentemente quali ad esempio la
costruzione degli autostati di H†.
Si nota inoltre come una particolare importanza, nell’analisi dei modelli,
ricoprono le G-quasi basi e di conseguenza la Proposizione 2 introdotta
nel Capitolo 2. Infatti quest’ultima ci permette di risolvere il problema
della verifica che Fϕ e FΨ siano basi di H, sostituendolo con uno di più
semplice soluzione.
Questo ci porta a credere che potrebbe essere interessante e utile, sia dal
punto di vista matematico che fisico, una ulteriore analisi su di esse.
Inoltre dai modelli studiati sembra quasi che ogni qualvolta che si ha a che
fare con Hamiltoniane non-Hermitiane con autovalori reali e lineari nei
numeri quantici è possibile riscrivere il modello in termini di D pseudo-
bosoni, utilizzandone il formalismo ed i risultati generali.
Se questa congettura risultasse vera potrebbe risultare utile per lo stu-
dio di altri sistemi fisici concreti, per esempio quelli introdotti in ottica
quantistica, per i quali, però, potrebbe essere neccessario utilizzare la
generalizzazione non lineare degli D pseudo-bosoni, anch’essa introdotta
da Bagarello in [29].
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